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In dit

er volgende onderstelling

a) x en y zijn positieve reéle getallen.
b) n20,V 2 0 en k2 1 zijn gehele
¢) In (1) is k+n even; in (2) is }

 beperken tot de berekening

B Fvenwel is verhouding
n’\),k‘ of s

van A , veel
an n,k

’l .
-

agraaf vooral

eenvoudiger en daarom hebben we deze in een aparte pal

6) of (7). Hierin is

een symbolische schrijfwijze

sk N
31t .



het 2n-de polynoon
stelt, Tenslotte

e T

voor 2M$ X 547(.

! N . .
4 -
» , Q -
r Y E
3
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bi;l zondere geval k = 1 is deze berekening gehee
In het geval Og Y€ X met O x + y £ 2% wordt B

vonden door

In het .geval OSx<y met Og x4+ y§ A wo:
atie van de formules (13), (29) en (14), (30) , (33)

". Or COon b
en (34).

kan berekenen. Alleer voor het

wordt hoe

3,

ules (13), (1&"}, (2’5) en (24).

dt lgm—l 29,1 gevonden

combinatie van de form

Ter illustratie:

hierin voorkomende inte@

= = E(“ - (1 - —5) K(x)* “"4 X e

ralen
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{x% = x - 2 [ﬁ‘%},
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\igen der unend-

n Reihen, Leipzig erin 1is

En
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moet nog worden, dat in het geval k = 0 Torm

wanneer X een veelvoud is van 2X .

sommering van A

n,k
Uit (1) en (3) volgt

o0

An,k:’ R

M

In het geval k22 is verwisseling van somnati
staan. We vinden
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Als n even is, dan is hierin de tweede integrs+~1l nul. Da~r in dit

geval bovendien k even verondersteld werd, volgt wegens (4) voor
k >1 ),

_ 2 . . ,
Azn,2k = - j Vzk(x sin® cos 2 n@ a6.

W _
Analoog met (5) voor k21

™\

Tlg
f - 2 - . in - +1)6
Agn.;.]_,gk.;_l BB J Vors1 (x sin®) sin (2n+1)t a® .
.
Een nauwkeurige analyse van de verwisseling van sommatie en inte-
gratie leert, dat A1t ook geldt voor k = O, mits x =% 0.
Gebruik makend van het laatste 1lid van (4) en (5) vinden we ten-

slotte '

(6 A = _
( ) 2n,2k(x) 1/2‘.
., o k=1 { T 2k
(=1)7 213;, ' [-{x sine}+2TlB\} cos 2nb a©
Ba * f - |
0

voor k=21, en

(1) Appa, oue1 (0=

L’
k-1 - 2k+1
_(_:.3_?_()___ '('2‘1‘{%177 f B x sinB} + om B] sin(2n+1)P ab

voor k2 0. Wegens .0
) h J " . : .. |
[ . 2hp R A 4yi ,2hy sin(nth-i)28

en analoge formules; kan men uit (6) en (7) de gezochte functies

L

A2n,21c en A2n+1,=2k+1 gemakkelijk berekenens Fn wel 1s voor O0< xg 2M

it

deze functie een polyrnoom in x ten hoogste van de graad 2k respe.
2k+1i

Ter illustratie beschouwen we de functie

i
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Deze wordt wegens (7) en By = - 3 gegeven door

r % 4
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en verder voor 2T« X< 4TI

1 2

A2n+l 1(X) Y] + S cos (2n+1) 90 . _ (n = 1,2,,“)
(met 9 = arc sin (2_71), 9““) en
- X 2
A ( )-—-— 1 - -:-}-'- + 211 .........T}.....
1,1 7 L * Vs o
>, D B :
Z e sommerligm vali n,y, k
Uit (2) en (3) volgt
<+ 1 1 v ,
Bn’\) K = — ---,E -n2 | COS (1’19 - m X Sin e)dOJ Cos(\)(f’-—-my sin(f») d(Fh
| i 0 .

Voor kg 2 en voor k = 1 met x 3% O (of ¥y ¥ 0) is de verwisseling van
sommatie en.integratie toegestaan. ¥We vinden
T'l
B e = --]-:- ( Z [cos nb cos(mx sinB)+sin nb sn_n(m:x sin® )]
SPAVE 712

O
[cos \)»Ce cos (my s:anF)-!-s:Ln \)cg sin(my smce)].
Als n en V van dezelfde pariteit zijn (beide even of beide oneven)
dan volgt hleru -t

‘i"\
Bn,o,k
Lk P%
+ —-f-ﬂ-'é- S sin n® ab -
ne s
21jn daarentegen n eny van verschillende pariteit, dan hebben we
Ply _
B - 4 J cos n®a® Jsm Yo d Z W%Q@Wﬂﬂgl
n’\) ’k n2 5 ? @ Mg | Kk
0 m
M|, N Ao _
+ --4'-‘;-2- ~sin nPa® |} cos ‘)Cf d(() Z: El.n.(.m?_,-_..?_l_l’l,.e)i.,o..s*_(.ml._.tS-:'.:}flff.). .
W o 0 " m

In verband met de gemaakte veronderstelling, dat n +2 + k even
18, 1s in het eerste geval k even en in het twecds geval k oneven.
We beperken ons verder tot het tweede geval (in het eerste geval
verloopt de berekening geheel analoog).

£

Wegens L

sin g cos M = 5 sin ( §+ M+ % sin (%*7)

en (5) vinden we, als n en ¥ van verschillende pariteit zijn,

_ M m.,,,rq .

i, ' :
d OL Id | ' bu .'
| M |
. i L]

-y sin?) sin(n - \) ) |




S
Gebruik m: N, 2kt 1
(n enVy van verschillende pari*bei’b) als de som van een eindig aantal

Blk van deze dubbelintegralen kan elementair wor-

kend van het laatste 1id van (5) vinden we nu B

en geintegr

Ter illustratie zullen we berekenen

" Z I one 1 (16T oy (my)

L

- ¥y sin CP} - (x sinb - y SiHCf" ) = 0 of 2T y

al naar gelang x sinb - y sin(f positief of negatief is,

Wegens (9) vinden we dus
I

(11) B2n+l,2\),1 = ms - —}-—é g sin( 2n+1)’9- Sin d j COS 2\)

o o
j cos(2n+1)B ab |

O

n 2

Q

sin 20C€ Sln? d(i;a )
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We kunnen (11) herleiden tot

. ~N O a NG —
_ , _ 1 S = S o
(13) B2n+1,2\),l T 2n+1 Oy ° . Sn v 3

n+Yy 7 1 40
+ (1) )% on+ 1 2 P11

Dus resteert nog slechts het probleem de in’tegraaln te bepalen, En
wel 1s 3 een functie van n, vV en y/x ,welke nul is voor y = O (dan is
[)3 namelijk leeg), en welke voor x = O en y>» 0 (dan vult 08 het hele
vierkant op) gelijk is aan

.- )h-l?l Y
(14) 1 _ o of = =il mml”(f"——-)-—l = M_
2+ 1 n,O Tt 2n+1l J n,

v

al naar gelang Y= 0 of w21,

Opm. We zullen gebruik maken van de polynomen van Tschebyscheldf,
Deze worden gedefinieerd door

Tn(g) = cos (n arc cos g )
en u_(g) 7

- = — sin (n atrc cos¢ ).
Hiervoor geldt (zie E. MADELUNG, Die mathematische Hilfsmittel des
Physikers, New York, 1943, blz. 55)
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- TS s B

cos(2 n arc sing ) = (=1) Tgn(@g)

; | : _— ‘ I _ .

cos((2n+l)arc sin g )= (-1) Uzn_‘_l('i) ;
, . 7 Ayl e Y

sin((2n+1)arc sin% )= (-1)" T2n+1(%) .

Uit (12) volgt
(15) '3 = T% (131 “‘52)

‘mett
(16) )3 1= jo} sin(2n+1) 9 COS 2\)6{: R dCP

en | 4
a7 I,
%

We beschouwen eerst het geval x32y d.w.«Z. }\él £.1.8

cos(2n+1)® sin 2V © ab ap -



Door de transformatie

3 V = sinc‘v,

gaat U}l over in het deel O}' van het vierkant ‘ﬁf}' (met 0<£ u £1 en

2 <A geldt.

‘-“‘:'/AU"'

1

dus voor de hand om in (16) en (17) eerst de integratie
U , en pas daarna de integratie naar ¢ uit te voeren. Stellen we

(20) sin 90 = A Sil’lff

we uit (16)
n

n , .
[ < | ;
= j cOS 2»)q> dC{v J sin ( 2n+1) d
o | °
g ' l-cos( 21’1+1)96
) cos 2~y 49

I

O .
; &w — (c 0S 2\)@ cos (2n+ l)o dcq {1 -

|
O -

ud

b

_. [ 4
(22) 3 o = — J sin 2\)(? sin(2n+1)6,—,, dAQ «

2n+ 1

hebhen we

Q z ,.
e beschouwen eerst . 3 o' Wwegens v = S :mce

sin (2m1)By = sin ((2ntl)arc sin A v) = (-1)7 7
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De integrand van de laatste integraal is een nolynoom in v, en deze
integraal kan dus onmiddellijk worden bepaald. Dasr T2n+1(§) een
oneven polynoom 1is van de graad 2n+l, is 52 een oneven polynoom in
A = % van ten hoogste de craad 2n+1l,

1. Formule (23) heeft alleen zin voor V2 1. Uit (22) bliikt, dat
= O, als \) = Q .
Tenslotte beschouwen we ’j 7 egens

. .
_;. -
L
! 'l?-]
o
.
.
A N
] - 3
..J. i
A

aoo(2rr+l)*9° = cos((2n+1)arc sin A v)

D7 0, ) = (072 X

en
coS 2\)? = C08 (2\) arc sin V):- (“l) Tz\) (V)

gaat (21) over in

AV e

Daar Q 2‘n( g) en T, ( %) even polynomen zijn in g (van de graad 2n
resps 2V ) wordt door (24) de berekening van \1 dus herleid tot de
berekening van de elliptische integralen

e .. ey ( h —— 3 1 g ey n+ \) ) *»
(12 (1-p2vd) "

De integralen Sy, Kunnen worden uitgedrukt in de (uitvoerig getabel-
. . “ | . - - __ |
leerde) volledige elliptische integralen

(0< )\2 <1). En wel geldt vooreerst

(26) SO = K(} ) 3 Sl = -i? (K( A )“ -55( 'A )) e

wijst men met partiele integratie gen

aklalijk de recur

Verder be
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Conclusim In het geval O<£y< x met O<Cx + y<2n kan de grootheid
Bzml, 29,1 worden berekend uit de Fformules (13) P (13) g (23) en (24).

Alvorens het geval y=2x te behandelen geven we eerst een
= O. Wegens Q, = 1 en T_ = 1 volgt Uit (24).

Verder hebben we

Il

wegens (22) 32 0, en dus wegens (15)

3-1-2 800 .

Uit (13) volgt tenslotte

B = 2 fm&n}hxmliq (my) 2 p¥y- 1
$1,0,1 = S B(P)- 7 X

|

,.

geldig voor OZy£x en O<x + y£2m . Nerk op, dat voor O£\ %1

de functie ®(A) monotoon afneemt en dat E(0)= § . B(1)= 1.

Tenslotte beschouwen we het geval y=x d.w.z. /‘ £1, al:

(29)  p=X .

het v1erkan~t “O‘: 9“' 5 en 0< Y

" T @ Lr) sin ((2n+1)

door (14) gegeven., In plaats van J zullen we berekenen

- k - 5 i . =y . _1 - - . r'.":‘_
N . l' ) ' ™ ﬁr 0 y 4 H g'i‘ R 4 N + k g J, ,F : |'_? %I ? 'flh - ‘J " oo ) rI
" } i [ A I é L. [l AEF ! . ’ I ¢ -"‘r."*}:"-.l'i- - g rff E N i P Etiu-i '
! : ' " S




Het ligt dus voor de hand in (31) en (32) eerst de

integratie naar
, en daarna de integratie naar > ~ult te voereq., Passen we daarna

de transformatie u = sin® toe, dan volgt na enigc berekening
(analoog met (23) en (24))

(33)' Q= (D7)

¥ ¥

O0)+ Voor de berekening van
en 3 ui't (33) en (34) gelden dezelfde 0plerkl
“arekening van )3 en 5 uit (23) en (24).

L]

gen als voor de

in de grootheid
29) en (14), (30),

Conclusie. In het geval OL£x<y met O<cx + y°
on+1,2V,1 worden berekend uit de formules (13),
(33) en (34).




